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論文内容要旨
 本論文は,ある種の局所コンパクト完全不連結可換群の上の調和解析について考察したもので
 ある。ここで考える位相群Gは,(i)0.+1⊂θ.(n∈Z)(藍)∪!。。θ.冨θ,∩!。。0.={0}を
 満たすコンパクト開部分群の列{G.}!。。を持ち,更に(祖)sup.{0./θ.+1の位数}〈。。を満たす
 とする。この種の群上の調和解析の研究は,N.Ya.ヴィレンキン(1947)による,距離付け可能
 な0次元コンパクト無限可換群(ヴィレンキン群)上のそれに端を発する。ヴィレンキンはこの
 群の指標からなる関数系がトーラス上の指標である三角関数系と類似した種々の性質を持つこと
 を示した。特別な場合として2進群,位数2の巡回群の可算無限直積群fサー1{0,1}を考えると,
 この群の指標は[0,1)上のウオルシュ関数系と同一視される。一方,N.J.ファイン(1950)は,
 2進群をコンパクトな部分群として含む2進体の加法群H匙一。。{0,1}を考え,その指標群とし
 てウオルシュ関数系をその一部に含む拡張された[0,。。)上の一般化ウオルシュ関数系をえた。
 σは,この2進体の加法群,更に局所体の加法群を一般化したもので,“局所コンパクトヴィレ
 ンキン群"と呼ばれる。
 2進群や2進体の加法群を含むヴィレンキン群上の調和解析の研究は,トーラスやユークリッ
 ド空間上のフーリエ解析のそれと共に,発展してきた。古典的なフーリエ解析の理論と多くの性
 質を共有する事は前にも述べたが,ヴィレンキン群は完全不連結であり,トーラスやユークリッ
 ド空間は連結である事から互いに様相を異にする点も少なくない。例えば,ヴィレンキン群上の
 関数に対しては解析性の概念を導入できないし,関数の滑らかさとそのフーリエ変換の挙動の関
 係に差異を呈する。また,ウオルシュ級数やウオルシュ変換のマーチンゲールや情報理論等いろ
 いろな分野への寄与や応用といった点から考えても,ヴィレンキン群上の調和解析の研究は興味
 のある,また意義のある事と思われる。
 本論文は2章よりなる。第1章では,0上の荷重HP空間及びLP空間に対する種々のマルチ
 プライア定理について述べる。第且章では,G上のトリーベル・リゾルキン空間の分解定理とそ
 の応用について述べる。
 調和解析に現れる多くの作用素は,平行移動に関して不変(translationinvariant)という性
 質を持つ。この様な作用素は,大雑把に言えば,ある超関数との合成積で表されるが,この超関
 数のフーリエ変換を(フーリエ)マルチプライアという。マルチプライアの理論で重要な問題の
 一つは,種々の関数空間の上でマルチプライアの有界性を特徴づける事,あるいはその十分条件
 を求める事である。
 θ上のマルチプライアについては,M.H.テイブレッソン(1970),R.スペクトル(ig70),G,
 1.ゴードリ(1977)やC.W.オナワイア(1985)等による,ガ(1～")上のJ.マーチンキヴィッチ
 (1939)やし.ヘルマンダー(1960)の結果を変形,拡張した研究がある。
 ティブレッソンは0上のヘルマンダー型のガマルチプライァ定理を証明し,オナワイアはそ
 れを種々の方向に拡張した。G上のヘルマンダ一型のマルチプライア定理を求める問題は0上
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 の微分の理論と関わる興味ある問題であるが,テイブレッソンやオナワイアによって得られたマ
 ルチプライア定理は微分を使わずに定式化されている。これに対して我々は,分数次の2進微分
 を使ってマルチプライアのクラスM(s,λ,σ)を新たに導入してヘルマンダ一型のマルチプライ
 ア定理を0上の荷重Hρ(0<ρ≦1)空間やガ(1〈ρく。。)空間に拡張した。我々のアイディ
 アは,A.ベルンスタインとE.T.ソーヤ(1985)やB.ムッケンホープト,R、L.ウィーデンとW、
 S.ヤング(1987)の結果に触発されたものであるが,1～"の場合に較べて,より広い空間に対す
 る新しい結果となっている。
 調和解析においては,関数や超関数を初等的な形の関数の和に分解する事は基本的である。
 R"上のLP空間,EP空間,リプシッッ空間やソボレフ(ポテンシャル)空間をフーリエ解析の
 立場から統一的に扱うベゾフ空間やトリーベル・リゾルキン空聞の研究は,」.ペートルやH.ト
 リーベルを中心に盛んに研究されてきた。M.フレイジャとB.ジャワース(1985,1988,1990)
 によって得られたトリーベル・リゾルキン空間やベゾフ空間のアトムやモレキュールによる分解
 定理は,それらの空間やその上の作用素の解析に大きな力を発揮している。遠部仁士(1984)は,
 ぺ一トルやトリーベル流のベゾフ空間とベッセル・ポテンシャル空間の理論をσ上に拡張した。
 オナワイアとW.一Y.スー(1989)は0上のベゾフ空間のアトム分解定理を示した。第H章にお
 いて,我々はフレイジャとジャワースの分解定理を0上の荷重トリーベル・リゾルキン空間に
 拡張する。その際,モレキュール関数の記述には微分に代えてリプシッッ連続性を利用する事に
 よって荷重トリーベル・リゾルキン空間に拡張する事が可能になる。また,この分解定理を使っ
 て,荷重トリーベル・リゾルキン空間上のある種の作用素の有界性に関する結果を証明する。
 以下は各章の主な結果の要約である。
 Gを局所コンパクトヴィレンキン群とする。0の指標群をr,0.の零化群をP.とすると,(i)
 r.はrのコンパクト開部分群,r.+}⊃P.(冗∈Z)(廿)∪㌔r,二r,∩!。。r.=11}が成立する。
 rも局所コンパクトヴィレンキン群である。可測集合且のハール測度を1ノ引で表す。
 10.1-1=lr.1篇:窺.,η∈Z。1∬1=窺ズ(エ∈σ,＼G,+1),1¢1=0(エ=0)とする。
 △,=窺.x婦罵=(窺.)一1κら(κ沌は君の特性関数)とする。△,=κら=辮.F.である。5を0.
 のそれぞれの剰余類の上で一定の値をとりかっコンパクトな台を持つ関数の全体とし,0上の超
 関数全体を5'とする。0〈ρ<。。,α>一1に対して,0上の荷重ハーディ空間を
 庸={∫∈5:11∫il瑠:=IIがIIA.<。。}と定義する。声は∫の最大関数,
 声(∫)=sup.1∫・△.(∫)1で,II・IIρ,.は重み1∬1αに関するルベーク空間塊のノルムである。
 X,y二塊または瑠とする。定数C〉0が存在して,全ての∫∈X∩5に対し
 1κψノ)V帳≦Cll洲xが成り立つとき,ψはXからγへのマルチプライアであると言い,その全体
 をノ(X,y)とかく。X=yの時は,単にノ(X)とかく。
 第1章
 本章では,θ上の荷重HP空聞やび空間に対するベルンスタイン・ソーヤやヘルマンダー型
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 のマルチプライア定理を証明する。我々のマルチプライアのクラスM(S,λ,σ),1≦S≦。。,
 λ>0,σ≧0,は分数微分を使って次のように定義される。
 M(s,λ,σ)ニ{ψ:ψ(γ)1γ1σ∈L。。(r),sμP伽1-1/s+σ1!が剛、}<。。1。
コ
 ただし,Dケ=(1∬1λ1)〈,ψゴ=ψ栴+1馬である。σ=0の時はr上の有界な準動径(quasi-
 radia1)関数を含み,σ>0の時は分数積分のマルチプライアを含む広いクラスである。
 ψ∈L。。(r)がC(κ,7)条件を満たす(ψ∈C(κ,r),κ∈Z,1≦r〈。。)とは,
 定数C>0,ε>0が存在して,全ての〃∈Gf,4n∈Z,η〈4に対して,
 (殉＼ら、エ1(ザ)v(エー穿)一(ザ)v(¢)i「4∫)i/「≦C(艀z.)ε+1/「'(規ぞ)一εが成立する事とする。ただし,
 ザ=ψ梅,1〃+1/〆=1。r=1の時は,全ての穿∈G,4∈Zに対して,
 あ＼σ、Kザ)v(エーΨ)一(のv(∫)㍑∫≦Cが成立する事とする。主な結果は次の通りである。
 定理.ψ∈C(κ,7),κ∈Z,1≦r〈oo,ならばψ尭∈ノ(駕1,4),一1/〆<α≦{0。
 この結果と補間定理より,オナワイアの魂マルチプライア定理の簡潔な証明を得る。
 C(κ,r)条件の下では,ゲ∈認(罵1)とならないが,次の様にベルンスタイン・ソーや型の条件
 の下では成り立つ。証明には,1ぞのアトム分解を利用するが,リース変換が使えないので最大
 関数を直接評価する必要がある。
 定理.0<ρ≦1,ψ∈L。。(F)とする。あるε〉0と1≦7<。。に対して
 supゴ{(アnプ)1/P-1+εII(ψゴ)vIIκ(1/p『1/,+亀η。。)}〈。。ならばψ∈ノ(瑠),一1+ρ/r<α≦0。ただし,
 κ(α,カ,9):={∫:II∫IIκ(躍,ユσ)=(Σ!。。IK現川)一α九ら鴇+、Hρ)9)1/q<oo}である。
 この結果はテイブレッソンやオナワイアのLρマルチプライア定理の精密化を与える。更に,
 この定理と分数積分に対する荷重ノルム不等式の必要十分条件に関する結果から,次の様に荷重
 ハーディ空間の間の新しいヘルマンダー型の定理をうる。
 定理.0〈ρ≦1,0≦1/ρ一1/α≦σとする。ψ∈M(s,λ,σ),1≦s≦。。,
 λ〉max(1,1/g)一1/max(2、s')ならばψ∈…ノ(碓,婿)。ただし,一1<β≦0,
 max(一1,一σλ)<β',(β+1)/ρ=(βノ+1)/σ+σ。
 第n章
 本章では,σ上の荷重トリーベル・リゾルキン空間を導入し,その空間に対するアトムやモレ
 キュールによる分解定理を証明し,擬微分作用素への応用について述べる。0〈ρ<。。,
 0<σ≦。。,α∈R更に,、4。。条件を満たすωに対して,σ上の荷重トリーベル・リゾルキン
 空間を,琴'哩(ω)={∫∈5':II∫1辱g(ω):=II∫*ΦIIムρ〔ω)+II(Σ『一1(7nZI∫*ψ、1)σ)1/911Lρ(ω)〈。。}と定
 義する。ここで,ψ.=△.一△.一1,Φ=△oである。剰余類1=㊧+G,に対して,
 ψ1(エ)=ω(∫)1/2ψ,(エー¢1),吻(¢)=111ω(∫)一1/2ψ.(エーエ∫)とする。(ω(1)は1の荷重測度。
 1∫1=1の時は,ψ.をΦに代えて定義する。)数列s=IS1}田≦1に対して,
 ttsll瑳,〔ω)=IKΣ1∫i≦1(11「αIsll死1)σ)1/911Lρ(ω)(渇は1のし2(ω)一正規化特性関数)とする。
 我々のモレキュールはリプシッツ連続な関数からなりそのサイズ条件は重み関数に応じて次の
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 様に調整される。1=max(1,1/ρ,1/g),r=㌔=infゆ,ω∈ろ}とする。伽∫}111≦1が
 琴・9(ω)に対するモレキュールの族であるとは・δ〉αとM〉げが存在して・(i)
 泥規∫(∬)d∫=0(が一1≧α,111〈1のとき),(n)1規1(∬)i≦ω(1)一1/2
 (1+1∫一工1i/l∫1)一max(服一α),(通)1挽1(∬)一規1(9)1≦ω(1)一'ノ2(1¢一宮1/111)δsupl、1≦tエー耳1
 (1+1¢一2一エ11/111)一M(α≧0のとき)が成り立つ事とする。アトム・モレキュール分解定理
 は次の様になる。アトム{吻}は5の元からなる。
 定理・任意の∫∈琴・9(ω)は∫=Σ111≦1〈五ψ1〉罵とかけて・IIsII瑳%)≦C11∫ll磯・(ω)が成り立
 つ。ただし,s二{〈五ψ1〉}1で,Cは∫に無関係な定数である。逆に,{彿∫}1、1≦1を琴「9(ω)に対
 するモレキュールの族とする。任意のs={sノ}に対して,IIΣ111≦1s1規111F野〔ω)≦CIIsIIザσ(ω)が
 成り立つ。Cはsに無関係な定数である。
き
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 論文審査の結果の要旨
 本論文は,ヴィレンキン群上のフーリエ解析及びそれに関連した関数空間の研究に関するもの
 である。ヴイレンキン群は局所コムパクト完全不連結可換群であって,その典型的な例としてコ
 ムパクトな位数2の巡回群の可算直積群Dを含む。群Dの指標群は区間[0,1)上のウオルッシュ
 関数系と同一視される。この系は三角関数系と様々な類似な性質を持ち,フーリエ解析と関連し
 て研究されてきた。その理由の一つは,群の性質の単純性から,その研究はフーリエ解析やマル
 チンゲールの理論構成に前駆的役割をし,応用面でも注目すべきものがあることであり,他の理
 由は,これらの群の場合,群の性質に起因し解析性の概念はある意味で導入不可能であるため解
 析性に基づかない調和解析,実解析の手法の開発の格好なモデルとなることである。
 本論文は二つの章からなる。フーリエ解析の多くの問題は並行移動不変な作用素の評価に帰着
 される,つまり,そのフーリエ変換であるマルチプライヤーの評価に帰着される。北田俊之は,
 ヴィレンキン群およびその双対群の上には荷重関数が定義されることに着目し,まず,微分及び
 その分数巾を荷重関数をマルチプライヤーとして定義する。そして重みつきび空間,ハーディ
 空間上のマルチプライヤー作用素が有界であるためのいくっかの新しい十分条件を与えた。その
 証明も従来知られているものより透明である。
 第2章では,第1章のアイデアを用いてヴィレンキン群G上の荷重トリーベル・リゾルキン
 空間を導入する。さらに,この空間はアトム,モレキュールによって特徴づけができることを証
 明した。これは,またG上ではアトムが理想的に単純な形で実現されることを示している。
 このように,本論文は,ヴィレンキン群およびその双対群上の荷重関数に着目し,それによっ
 て定義される作用素が微分に代わる有効な作用素であることを示すことによってヴィレンキン群
 上のフーリエ解析に新しい知見をもたらした。
 これは北田俊之が自立して研究活動を行なうに必要な高度の研究能力と学識を有することを示
 している。よって,北田俊之提出の論文は,博士(理学)の学位論文として合格と認める。
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